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RESOLVANT GENERALISE ET SEPARATION
DES POINTS SINGULIERS QUASI-FREDHOLM

J. PH. LABROUSSE ET M. MBEKHTA

ResuME. C. Apostol et K. Clancey (Trans. Amer. Math. Soc. 215 (1976),
293-300), ont introduit la notion de “projection spectrale généralisée”. Cette
notion permet, en particulier, de séparer les ensembles finis de points singuliers
dans le domaine semi-Fredholm (p;4(4)) d’un opérateur 4 borné dans un
Hilbert H. Dans ce travail, on se propose de généraliser ce résultat au do-
maine quasi-Fredholm de 4 (pg4(4)) , et pour cela, nous donnons une nouvelle
représentation triangulaire du type d’Apostol. D’autre part on construit, pour
un opérateur fermé a domaine dense dans H , un résolvant généralisé vérifiant
Pidentité de la résolvante et analytique dans le domaine régulier de Fredholm
de 4 (p;(A)) sauf éventuellement sur un ensemble au plus dénombrable de

points situés prés de la frontiere de py(4) .

1. PRELIMINAIRES

Soit H un espace de Hilbert et 4 un opérateur fermé de domaine D(A)
et d'image R(A) dans H. On note N(A), g(A) et p(A) respectivement le
noyau, le spectre et I’ensemble résolvant de A4 .

Soit Z une partie de C; on dira que 4 admet un opérateur résolvant (ou
inverse) généralisé Rg(A, 1) dans Z si VA € Z, Rg(A4, A) est un opérateur
borné de H dans D(A) tel que:

(A—ADRg(A, A)(A—AI) = (A-AI) et Rg(d, A)(A-AIRg(4, 1) = Rg(4, ).

Remarques. (1) En général Rg(A4, A) n’est pas unique. Si toutefois A € p(A4),
alors Rg(A4, 1) = (4 — AI)~! 'opérateur résolvant habituel.
(2) Si on note P, = (4—AI)Rg(A4, A) et Q; = Rg(4, 1)(4—AI) alors P, et
Q; sont des projections telles que R(P;) = R(A—AI) et N(Q;) = N(A4-2AI).
On dira que Rg(A4, A) vérifie I'identité de la résolvante dans Z si VA, u
appartenant 4 une méme composante connexe de 7%/

Rg(4, 1) —Rg(4, u) = (A — n)Rg(4, )Rg(4, u).

Dans [7, 9, 10 et 11] on trouve une généralisation de p(A4) ou la notion
d’inverse est remplacée par celle d’inverse généralisé. Notons reg(A4) I’ensemble
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régulier (ou I’ensemble résolvant généralisé) de A, défini par:

reg(A) = {A € C; A admet un opérateur résolvant généralisé
analytique dans un voisinage Z de 1}.

Il est clair que reg(A4) est ouvert et p(A) C reg(4). Le spectre généralisé
d¢(A) (complément de reg(4) dans C), possede des propriétés analogues a
celles de o(A) dans la théorie spectrale classique (cf. [10, 11]).

Enfin, on dira que A est régulier si R(A) est fermé et Vn > 0, N(4") C
R(A).

Théoreme 1.1. Soit A un opérateur fermé avec D(A) dense alors les conditions
suivantes sont équivalentes:

(i) Ao € reg(A),

(i1) A — Aol est régulier,

(ii1) R(A—Aol) est fermé dans H et I'application A +— Pr4_,y) est continue
en 2,0 .

(iv) R(A—Aol) fermé dans H et I'application A — Py(4_,y) est continue en
Ao (oit Py est la projection orthogonale sur M) .

(V) c(A — AoI) > O et 'application A — c(A — AI) est continue en Ay, oit
c(A) est la conorme de A définie par

c(A) = inf{||dull; u € D(A)NN(A)* et |lull =1} (cf. [6])

(vi) Ag € reg(4*).

Démonstration. (i) « (i1) Voir [9, Théoréme 2.6].
(i) & (iii) & (iv) & (v) Voir [11, Théoreme 2.1].
(i) & (vi) Voir [7, Corollaire 4.1.2].

On aura besoin aussi de la notion de coeur d’un opérateur qu’on note Co(A)
par définition c’est le plus grand sous-espace M de H tel que A(MND(A)) = M
(sur I’existence de Co(A) cf. [12]).

Proposition 1.2 [8]. Si 0 € reg(A4) alors
(1) Co(A4 — AI) est constant dans la composante connexe Qg de reg(A) con-
tenant zéro. En plus on a

Co(4) = [ R(A") = [ R(4 - A;I)
n>0 j>0
o {Aj} est une suite de points, tous distincts, de qy qui converge vers zéro.
(ii) Ho(A)CSCo(4) = Ho(A*)* oit Ho(A) = {ue D(A°); lim, o [|A"u|/'/"
}-

Corollaire 1.3. Soit A un opérateur fermé avec D(A) dense dans H et tel que
0 € reg(A) alors

si codim(Co(A4)) = m < oo alors m = 0.
Démonstration. Supposons que codim(Co(A4)) = m ; alors m = dim(Co(A4)+) >
dim(Hy(A4*)). La dimension de Hy(A*) étant finie, Hy(A*) est fermé et comme
A* est régulier on en déduit que Hy(A*) = {0} (cf. [9, Théoreme 2.11]) et par
conséquent que R(A4) = H = Co(A4) ce qui montre que m =0.

Proposition 1.4. Soit A un opérateur fermé avec D(A) dense dans H et % un
ouvert connexe de reg(A), alors les conditions suivantes sont équivalentes
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(a) Il existe E, F sous-espaces fermés de H tels que
VieE# RA-A)®oF=N(A-Al)®E=H.

(b) A admet un résolvant généralisé analytique et vérifiant l’identité de la
résolvante dans 7% .

Démonstration. (a) = (b): ona VAe Z, R(A-Al)@F = N(A-Al)oE=H.
Soit P, la projection sur R(A4—AI) correspondant a la premiére décomposition
et Q, la projection sur E correspondant a la deuxieme décomposition.

Soit maintenant u € H, alors Pju € R(A—Al) etil existe v € D(A) tel que
(A—Alv = Pu.

On posera par définition Rg(4, A)u = Qv € D(A). Montrons que Rg(4, 1)
est ainsi bien défini. En effet soit w € H tel que (4 — Al)w = Pyu. Alors
v—w € N(A-AI) dou Q;(v—w)=0 ouencore Q;v = Q,w ce qui montre
que Rg(A4, A) ne dépend pas du choix de v.

D’autre partona Vv € D(4) (I-Q;)v € N(A—AI) et (A-A(I-Qy)v =0
donc

(1) (A—ADv =(A4-A)Q
Posons (A — Al)v = u = Pu; alors Rg(A4, A)(4 — Al)v = Rg(A4, A)u = Qyv.
Donc
(2) Rg(A, A)(A —AI) = Q; sur D(A).

Si ue H avec Pyu=(A— Al)v alors (A—AIRg(A, Du=(A—-A)Q,v =
(A - AIv = Pyu. Donc
(3) (4—-ADRg(A, A) =P, sur H.

Montrons que Rg(A4, A) est un résolvant généralisé de 4 dans % . Par
défini-
tion, Rg(A4, A) est a valeurs dans D(4). Vérifions que
(4) (A—-ADRg(A, A)(A—Al)=(A—Al) sur D(A).
En utilisant (1) et la définition de Rg(A4, 1) ona Vv € D(A4),

(A—ADRg(A, A)(A-ADv = (A- Qv =(A4—-Al)v

et donc (4) est démontré.

Vérifions maintenant que
(5) Rg(A4, A)(A—AI)Rg(A, A) =Rg(4, A) sur H.
Soit u € H avec Pu = (A — Al)v, alors par définition de Rg(4,1) on
a Rg(4, A)u = Q v, et en appliquant (1) et (2) on obtient d’une part que
(A4 - ADRg(A, )u = (A — ADQww = (A4 — Al)v et d’autre part,
Rg(A4, A)(A — AI)Rg(A, A)u = Rg(A4, A)(4 — Al)v = Qv = Rg(4, Hu et (5)
est démontré.

Finalement soit # € H et C un voisinage compact de A dans # . Pu €
R(A — AI) alors Jv € D(A) N N(A — At tel que ||Pu|| = ||[(4 = ADv| >
c(A — AD)|v| . Donc

IRg(4, ull = Gl < Qall ]l < 1Qallle(A = AN~ | P
< NQallIPllle(4 = ADYHul.
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L’application 4 — c(A—AI) est continue et strictement positive dans reg(A4) (cf.
Théoreme 1.1(v)). Comme C C reg(A4) est compact, on déduit que I’application
A [c(A—AI)]~! admet un maximum dans C. De méme les applications A —
Q, et A +— P, sont continues dans reg(A), et on en déduit qu’il existe M > 0
tel que VA € C, ||Rg(A4, Au|| < M|u||. Donc Rg(A,A) est un opérateur
continu.

Montrons maintenant que Rg(A4, A) vérifie 'identité de la résolvante dans
# . Remarquons d’abord que si A, p € % alors (I — P,)(I — P) = (I - P))
(dot P,Py=P,) et Q,0,=0;.

Soit ue€ H et A, u€ %, en utilisant (2) et (3) on a:

Rg(4, A)u—Reg(4, p)u = QuRg(4, Hu —Reg(4, p)Pu
=Rg(4, n)(4 — ul)Rg(A4, A)u — Rg(A4, u)(4 - AIRg(A4, Au
= (A—uRg(4, w)Rg(4, A)u.
D’ou
Rg(4,2) —Rg(4, p) = (A— n)Reg(4, n)Rg(4, 4).
En passant a la limite pour 4 — 4 on voit que Rg(4, 1) est continue en 4.

Donc en divisant les deux termes de 1’égalité ci-dessus par 4 — u et en passant
a la limite pour x4 — A4 on trouve:

(Rg(4, 4)) = (Rg(4, 4))?

formule qui généralise la formule bien connue pour la dérivée de I’opérateur
résolvant habituel et qui établit que Rg(A, 1) est analytique dans Z .
(b)y=>(a): Ona VA, ue?,

(6) Rg(4,A) —Rg(A4, p) = (A— u)Rg(4, )Rg(4, u)

et

Rg(A4, u) —Rg(4, 1) = (1 — A)Rg(4, u)Rg(4, 2)
D’ou

—(Rg(4, 1) —Rg(4, u)) = —(A — u)Rg(4, u)Rg(4, 4).
De la premiére et la derniére égalité on déduit que

(7 Rg(4, A)Rg(4, 1) = Reg(4, u)Rg(4, 4).

Montrons que le noyau de Rg(A4, 1)) est constant par rapport 2 4. En effet,
soit A, ueZ et ue N(Rg(4, A)) alors

Rg(4, p)u=—(A—p)Rg(4, u)Rg(4, )u+Rg(4, H)u=0

donc N(Rg(A4, 1)) C N(Rg(A4, ¢)). En interchangeant A et u on obtient
l’autre inclusion et par conséquent N(Rg(A4, 4)) = N(Rg(4, u)). On notera,
E la valeur commune 2 tous les noyaux de Rg(4, 1) pour Ae Z .

Montrons que I'image de Rg(A4, A) est constante par rapport a 4. En effet,
(6) et (7) impliquent que Rg(4, 4) = (4 — u)Rg(4, p)Rg(4, 4) + Rg(4, p) =
Rg(A4, p)[(A — n)Rg(A, ) + I)]. Ceci montre que I'image de Rg(A4,4) est
inclue dans I'image de Rg(A4, u). En interchangeant 4 et u on obtient I’autre
inclusion. Soit F la valeur commune de toutes les adhérences des images de
Rg(A4, A) pour L€ Z .

Soit u € H alors u = [I — (A — AI)Rg(A4, A)Ju + (4 — AI)Rg(A4, A)u d’ou
ue N(Rg(4,A)+R(A—-Al)=FE+ R(A—AI) donc HC E+ R(A—-AI). Soit
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maintenant u € N(Rg(A4, A))NR(A—Al) alors u=(A—Al)v et Rg(4, A)u=
Rg(A, A)(A—Al)v =0 donc (4—AIRg(A, A)(A—Al)v =0 et par conséquent
u=(A-Alv =0. Donc

H=R(A-AI)® NRg(A4,A)=R(A-A)DE.

Finalement, comme Rg(A4*, 1) = Rg(4, A)* on voit que A4* satisfait les mémes
hypothéses que A et par conséquent que A € % implique que

H = R(A*-AI)®N(Rg(A4", 1)) = R(4*—A)* @ N(Rg(4*, 1))+ = N(A-Al)eF
oi F = N(Rg(4*, )1 = R(Rg(4, 1)) ne dépend pas de A.

2. SUR LE RESOLVANT GENERALISE DANS LE DOMAINE DE FREDHOLM

Dans ce paragraphe, on notera py(4) I’ensemble résolvant de Fredholm,
défini par

ps(A) = {4 € C; A — Al est un opérateur de Fredholm}.

Notons aussi:
Py(A) = ps(A) Nreg(A),  py(A) = ps(A)\py(4).

Remargue. pfi,(A) est dénombrable et n’admet pas de points d’accumulation
dans p,(A) (cf. par exemple [7, Proposition 4.3.1(a)]).

Théoreme 2.1. Soit A un opérateur fermé avec D(A) dense dans H et Q une
composante connexe de pj(A). Alors pour tout compact K de Q il existe un

résolvant généralisé de A vérifiant l'identité de la résolvante et analytique dans
K.

Remarque. Pour la démonstration de ce Théoréme on aura besoin de quelques
résultats préliminaires et sans perte de généralité on supposera que 0 € K .
En utilisant la Proposition 1.2(i), il est facile de voir que:

Co(A4) = ﬂ R(A — A1) ou {4;} est une suite infinie de points distincts.
{yi}ck
Lemme 2.2. Si Co(A4) # H alors 3f4 € D(A) tel que VA€ K, f4& R(A—Al).
Quand aucune confusion n’est possible on notera f,; simplement f .

Démonstration. Comme Co(A) # H et D(A) est dense dans H , on en déduit
que Ju € D(A) et u¢g Co(A) avec u #0.
Posons

A={AeK;3n(A)>1, uec R(A—-AN"Y et ug R(A— AI)"W+!1},

Si A =2 alors on prend f = u. Supposons que A # @ et montrons que
A est fini. Si A est infini alors il existe {4;} C A C K, une suite infinie et
d’aprés la remarque précédente on en déduit que u € Co(A) ce qui contredit
le fait que u & Co(A4). Donc si u € ;o R(A — A", Jw € D(A4) tel que
U = [leald —AN"Dw et VA € K, w ¢ R(4—Al). 11 suffit maintenant de
prendre f=w.

Remarque. YA € K, R(A—Al)® {f} est fermé, ou {f} désigne I’espace en-
gendré par f.
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Lemme 2.3. Posons

CG= () RA-De{f}) e C=[)(R(A-A)e{f}.

A€K\{0} A€K

(i) Cy = C, (et tous deux seront notés C),
(i) Vvue D(A):ueC, & Auec C;.

Démonstration. (i) Evidemment il suffit de montrer que C; C C,. Soit u € C;
et {A;} C K une suite qui converge vers 0. Vi € N, soit P; la projection
orthogonale sur R(4—A;1)+{f} et Py la projection orthogonale sur R(A4)+{f}.
Alors, d’apres le Corollaire 1.3.5 de [7], (en prenant N+ = {f}, M = R(A),
M’ = R(A - A1) et le Théoréeme 1.1(iii), lim;. P, = Py. Donc comme
VieN, u=Pu on a:u=1lim;_ o, Pu= Pyu do ue .

(ii) (=). Soit u € C. Alors VA€ K u=(A-Al)v+af. Comme u et
f € D(A) alors (A—AIv € D(A) d’out v € D(4?). Donc Au = (A —Al)Av +
aAf = (A—-A(Av + af) + aAf € R(A — Al)® {f} pour tout A dans K, et
par conséquent Au € C.

(«) Si Au € C alors VA € K\{0}, Fv, a telsque Au=(A—-Al+Al)u=
(A—ADv +af. Donc u = (A — AI(A~ (v — u)) + aA~' f et par conséquent
ueC =C.

Corollaire 2.4.
VieK, (A-AMueCeucecC.

Démonstration. Evidente.

Soit P’ la projection orthogonale sur C et a ¢ K (de sorte que VA € K,
a—A#0). Posons: D(A'"Y=D(A)+C; Yue D(A"), u=v+w (veDA),
weC) Au= (- P)Av +aP'u.
Proposition 2.5. (i) A’ est bien défini, linéaire et fermé,

(i) Co(A4') =C et K Creg(4').
Démonstration. (i) Soit u € D(A'), avec u = v, + w; = v + w, . Alors

(I — P"YAvy, — (I — P")Avy = (I — P")A(v, — vy).

Or vy —v; = wy —w; € D(A) N C et par conséquent le Lemme 2.3 entraine
que (I — P')A(v, —v;) = 0. Donc A’ est bien défini. La linéarité de A’ est
une conséquence immédiate de celle de 4.

(ii) Montrons maintenant que

(1) VA€eK, R(4' —Al)=R(A-Aa{f}.

Remarquons d’abord que si u € D(A4'), avec u = v +w alors: (4' — Alu =
(I-PYA-Al)v+(a—A)P'u car (I - P')v = (I~ P)u. Donc (4'—Al)u €
R(A-AI)+ C C R(A-Al)® {f}. Inversement, soit v € D(A4); posons
u=(@—-A)"'"PA-v+I-Pw=v+(a—A)"'P(4-Alv - Pv.

Alors u € D(A') et (A'—=Alu= (I-P)A-Al)v+P'(A—Al)v = (A—Al)v. Par
conséquent R(A—AI) C R(A'—Al). Enfin f = (a—1)"Y(4'—AI)f € R(A'—AI)
d’ou {f} C R(A’—AI). Donc: R(A-Al)&{f} C R(A'—AI) et (1) est démontré.
On en déduit en particulier que VA € K, R(A' — AI) est fermé. Montrons
maintenant que

(2) VAieK,  N(A4 —Al) ={0}.
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En effet, soit u € N(A4'-AI), u=v+w. Alors (I—-P')(A—-Al)v+(a—A)P'u=0
dou (I-P)A—-Av =0 et Pu=0. Donc (4—-Al)v € C, d’apres le
Corollaire 2.4, v € C et P'v = v. Par conséquent 0 = P'u = P'v + P'w =
v+ w = u, ce qui établit (2).

(1) et (2) entrainent d’'une part que K C reg(A4’), et d’autre part que A’ est
fermé (cf. [7, Proposition 2.2.3]). Donc (i) est démontré.

En outre (1) et K C reg(A4’) impliquent que Co(A4’) = C et (ii) est démontré.

Remarque. codim(R(A')) = codim(R(A4)) —1.

Proposition 2.6. Sous les hypotheses du Théoreme 2.1, il existe F et E deux
sous-espaces fermés de H tels que Y1 € K,
RA-i®F=H e NA-A)®E=H.
Démonstration. Posons n = codim(R(A)).
Si n =1 alors on prend F = {f;}, ou f; est le vecteur introduit dans le
Lemme 2.2.
Si n > 1 on définit inductivement une suite {4,} d’opérateurs et une suite

{un} de vecteurs de la maniére suivante (les notations sont celles du Lemme
2.2 et de la Proposition 2.4):

Ag=A, Aj+1=(Aj)/ et uj+1=fAj, j=0,1,...,n-1

On prends alors F = clm{u;, uy, ..., u,}. D’apres la Remarque précédente,
codim(R(A - AI)+ F) =n—-n =0, donc R(4-Al)+ F = H et comme
R(A—-AI)NF = {0} alors R(A—Al)®F = H. De méme, d’apres [7, Proposition
3.35] on voit que py(AdT) = {A; 1€ py(4)}. On procede donc comme ci-dessus
a partir de 4* et on obtient G* tel que R(4* —AI)® G* = H. On prend alors
E = (G*)* et la proposition est démontrée.

Démonstration du Théoreme 2.1. Conséquense directe des Propositions (2.6) et
(1.4).

Soit £ > 0 et soit % une composante connexe de p,(A4). Posons:
Ce ={A € py(A); dist(A, 04(4)) > e et |A| < 1/e}
ou gy(A) = C\py(A4), spectre essentiel de A4.

Remarque. Ve >0, C, est compact et VK , compact contenu dans %, 3¢ > 0
telque K C C,.

Dorénavant, pour tout opérateur A, B, etc., et tout sous-espace M, N, etc.
... de H notons A/, By, etc. ... respectivement la restrictionde 4 a M,
de B a N,etc. ...

Proposition 2.7. Ve > 0 il existe un résolvant généralisé de A vérifiant l'identité
de la résolvante et méromorphe dans 7% sauf éventuellement sur un ensemble
dénombrable X de points situés a une distance inférieure a4 ¢ de la frontiére
de Z ou de norme > 1/e (si Z est bornée cette derniere condition peut étre
éliminée). En outre les projections P, et Q, associées au résolvant généralisé
sont continues partout dans 7/ sauf éventuellement sur X .

Démonstration. Posons K = C,. Alors K N [#\reg(A4)] est un ensemble fini
(puisque les A tels que A — Al est de Fredholm et n’est pas régulier sont des
points isolés). Notons {4, 4>, ..., 4,} cet ensemble. Alors (cf. Proposition
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5.1.2 de [7]) H est la somme directe finie de # + 1 sous-espaces invariants
No, N1, ..., N, tels que: (A4 — Al)y, est régulier VA € K; (4 — Aj)INj est
nilpotent pour j=1,2,...,n etnotons 7; (0 < j < n) les projections de
H sur N; correspondant a cette décomposition.

Enfin soit Rg(Ap, 1) le résolvant généralisé associé a (A4 — AI)y, , analytique
dans % sauf éventuellement sur un ensemble dénombrable X , dont I’existence
découle du Théoreme 2.1. Alors d étant le degré de la décomposition de Kato
associée a A —A;I on pose:

d-1 i
1 A—4j
RM’”“A—A,%(A—&,) ’

n
Rg(d, A) =Rg(4o, NTo+ Y _ Rj(4, )T;
j=1
et on vérifie sans peine que Rg(4, 4) répond a toutes les conditions du théoréme
et que les projections P; et Q; qui lui sont associées sont continues sur Z'\ X .

Corollaire 2.8. Soit A an opérateur fermé avec D(A) dense dans H et ¢ > 0.
Alors il existe un résolvant généralisé de A vérifiant l'identité de la résolvante
et analytique dans py(A), méromorphe dans py(A), sauf éventuellement sur
un ensemble dénombrable de points situés a une distance inférieure a ¢ de la
frontiere de pys(A) ou de norme > 1/¢.

Démonstration. C’est une conséquence immédiate de la proposition précédente:
il suffit de construire le résolvant généralisé séparément sur chaque composante
connexe.

Remarque. Ce dernier corollaire est une généralisation de [5, Theorem 1] au cas
des opérateurs fermés a domaine dense.

3. COMPLEMENTS SUR LES OPERATEURS QUASI-FREDHOLM

Les opérateurs quasi-Freholm ont été introduits par dans [7], comme une
généralisation des opérateurs semi-Fredholm. Dans ce travail on n’aura besoin
que d’une de leurs caractérisations: Si A est fermé avec un domaine dense alors
il est quasi-Fredholm de degré d et on note A € g®(d) si et seulement si il
existe M et N deux sous-espaces fermés de H invariants par A, tels que:

(@ H=M@a®N,

(b) NC D(A) et Ay est nilpotent de degré d,

(c) 0 ereg(Ay).

Le couple (M, N) est une décomposition de Kato de degré d associée a A.

Notons que d = inf{n € N; Vm > n: R(A")N N(A) = R(A")N N(A)}.
Remarque. A est régulier & A4 € q®(0). Dans la suite on notera pg4(A4) =
{A€C; 3d eN telque A—AI € q®(d)}, et p} (4)={2€C; A- Heq(b(d)
avec d > 1}, alors: pyy(A4) = reg(A4) U p;4(A) .

Avec les notations de [3 et 4] on trouve:

ps-r(4) C pq¢(A) psr(A) C pgy(A) et pgp(A) Creg(A).
Proposition 3.1. (i) p;,(A) est dénombrable et n’admet pas de points d'accumu-

lation dans pg4(A).
(i1) Si A € q®(d) alors Co(A) = ﬂj>0R(Af) est fermé.
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Démonstration. (i) Se déduit de [7, Proposition 4.3.1(a)].
(ii) On utilise la décomposition de Kato et la Proposition 1.2.

Proposition 3.2. Soit A an opérateur fermé. Alors les conditions suivantes sont
équivalentes:

(1) A est quasi-Fredholm,

(i) C(A) =Nj5oR(A’) et H(A) = 5o N(4’) sont fermés; alors

}i_ff(l] Prn(a-in = Pniayncay s /111_{% Pra—iry = Preay+H(4)-

Démonstration. (i) = (ii). Soit A quasi-Fredholm et M, N une décomposi-
tion de Kato de degré d associée a. A. Il est facile de voir que si 4 # 0
alors N(A—AI) C C(A) (dans ce cas C(A4) = Co(A4)). Or, Co(4) C M d’ou
N(A —-).I) = N((A —-)J) nNM= N((A —lI)M) . Donc PN(A_;J) = PN((A—M)M) et
comme 0 € reg(4yr) = A~ Py(4-i1),) €st continue en zéro, on déduit que

,llif(l) Pna—in) = llll_f'f(l) Prn(a=anm) = Pnian) = PN(a)nCo(4)-

Montrons maintenant la deuxiéme condition de (2). Pour cela remarquons
que

(1) R(4)+ | N(4/) = A(M N D(4)) & N.
Jj20
En effet, 'inclusion “ D ” est évidente; montrons I’autre inclusion.
NCD(A)= R(A)=AMND(A)® AN)CAMND(A)® N,
2 NcUN4)= | UNA)=|JNA)nMeN=]N(4n))oN
j=0 j20 Jj20 j20
et comme Ay est régulier = ;o N((4m)’) C R(Ay) = A(M N D(A)), on en
déduit que B
(3) | N(4) c A(M nD(4)) & N.
j20

Or (2) et (3) = (1). Parailleurs si 2 # 0 alors R(4—Al) = R((A—A)Iy) ®
N=(A-A)(MnD(4)) & N donc PR(A—).I) = P(A—).I)(MOD(A))GBN et comme
0 € reg(An) = A~ Pria—ar),) €St continue on zéro, on déduit que

ii_% PRia-iny = }T}) Pra-anmen = Pruy)en

en utilisant [7, Corollaire 1.3.5] et (1) permet de conclure. .

(ii) = (i). Sous hypothese (ii) on en déduit que N(A) N ()5 R(A’) et
R(A) +Uj»o N (A7) sont fermés dans H . La Proposition 3.3.6 de [7] montre
alors que A est quasi-Fredholm.

Théoreme 3.3. Soit A un opérateur fermé avec D(A) dense dans H et tel que
A€ qd(d) alors 3¢ > 0 tel que VA€ C, |[A| <€ on a:

(@) Co(A —Al) + Ho(A — AI) = Co(A) + Hy(A).

() Co(A — A N Ho(A — AI) = Co(A) N Hy(A).
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Démonstration. Soit A € q®(d) et M, N une décomposition de Kato de degré
d associée a A.
Montrons que

(1) Ho(4) N M = Hy(A) N Co(A).

En effet, Co(4) C M et Hy(Ap) C Co(A) (car Ay, est régulier) impliquent
que
Hy(A) N Co(A) = Hy(A) N M N Co(A) = Hy(Ap) N Co(A)

= Ho(Am) = Ho(4) N M.
Montrons que

(2) Co(A) + Hy(A) = Co(A4) ® N.
En effet, N C N(T?) C Hy(A) et (1) impliquent d’une part Co(4) + N C
Co(A) + Hy(A) et d’autre part

Hy(A) = Hy(A)NM & N = Hy(4)NnCo(A)® N C Co(4)® N
d’ou Co(A) + Hy(A) C Co(A)® N et par conséquent (2) est démontré.
(3) Ay nilpotent implique que VA # 0 (A4 — AI)y est inversible

reg( Ay ) est ouvert donc 3¢ > 0 tel que VA € C,
A <e=>0ereg((4—-Al)pm);

donc d’apres le Théoréme 1.1 on a:
(4) Co((A — Al)p) = Co(Apy) = Co(A).

On outre, VA # 0 (4 — AI)y est inversible, dou VAe C, O0< || <e=>0¢
reg(A — AI). Par conséquent, Hy(A — AI) C Co(A — AI) et (3) impliquent en
particulier que (4 — AI)(N)= N. Donc VA€ C, 0 < |4| < ¢ implique que

Hy(A — AI) + Co(A — AI) = Co(A — Al)

=Co(A—-AI)NnM + N =Co(A4) + N = Co(A) + Hy(A).

D’ou finalement VA € C, 0 < |A| < ¢ = Hy(A — AI) + Co(A — AI) = Co(A4)
+ Ho(A4); d’ot (a) est démontré. Pour démontrer (B) on remarque que
A € gp(d) & A € q¢(d) (cf. [7, Proposition 3.3.5]). Alors Co(4* — Al) +
Hy(A* — AI) = Co(A*) + Hy(A*) et on déduit (f) de la Proposition 1.2(ii) en
y remplacant 4 par A*.
Corollaire 3.4. Soit A un opérateur fermé avec D(A) dense dans H . Alors les
applications

Ao Co(A— AI) + Ho(A = AI), A+ Co(A — AI) N Ho(A — A1)

sont constantes dans chaque composante connexe du domaine quasi-Fredholm
(Pas(A4)) de A.

Remarque. L’application A — Co(A4 — Al) + Ho(A — AI) est constante dans
chaque composante connexe du domaine quasi-Fredholm (p,4(4)) de 4.

En effet dans la démonstration du Théoreme 3.3 on a montré (cf. (2)) que
Co(A) + Hy(A) =Co(A)® N .

Or, Co(A)® N est fermé dans H ;eneffet H = M@®&N = H est isomorphe a
M x N donc Co(A4)® N est isomorphe a Co(A4)x N qui est fermé dans M x N
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et par conséquent, Co(4)® N est fermé dans H donc Co(A4)+Hp(A) est fermé,
par conséquent, Co(A — Al) + Hy(A — AI) est fermé dans chaque composantes

connexe de pg4(A4); donc, Co(A —Al)+ Ho(A—AI) = Co(A—AI) + Ho(A — AI)
pour tout A € p,4(A4).

4. TRIANGULARISATION D’APOSTOL GENERALISEE

Soit B(H), I’espace des opérateurs bornés de H dans lui-méme, et T €
B(H) . D’apres la Proposition 1.2(i), Co(AI —T) est constant dans chaque com-
posante connexe de reg(T). Il est facile de voir que les composantes connexes
de reg(T) constituent un ensemble dénombrable. Soit S = {4;} I’ensemble
obtenu en choisissant un et seul A; dans chaque composante connexe.

Alors

(| Co(I -T)= () Co(AI-T).
A€reg(T) AE€S

Posons:
e

L
, H(T)= [ﬂ Co(A,1 - T)] :

AE€ES

H/(T) = [ﬂ Co(AI —T)*

A ES

On notera dans la suite H, = IZI,(T) et ﬁ, = ﬁ,(T) .
Lemme 4.1. Soit T € B(H) alors:
(a) I:{r = CIm{N(lI - T)}}.Ereg(T) ,
(b) H; = clm{N(AI — T)* }iereg() -
Démonstration. (a) Ona VA € reg(T)() 1es CO(Ail=T)* C R(AI-T)* et comme
VA€C, N(AI - T)= R(AI — T)**, on en déduit que
L
=H,

Viereg(T) N@AI-T)=RAI-T)*C lﬂ Co(Ad — T)*
Ai€S

d’ou clm{N(Al — T)}1ereg(r) C H, .
Réciproquement, soit u L cIm{N(AI — T} creq(1) > alors en particulier VA €
reg(T) u L N(AI - T), donc VA € reg(T), u € R(AI — T)* par conséquent

[cIm{N (A = T)}reregr)]™ € H* = H, C cIm{N(AI - T)}aereg(T)

donc (a) est démontré.

(b) Se démontre de la méme fagon que (a).
Lemme 4.2. 1 € reg(T) alors N(AI — T)* C [clm{N(ul — T)}uecl*-
Démonstration. Ona Yu # A N(ul -T) C R(AI-T), d’autre part si 4 € reg(T)
alors N(AI-T) C R(AI-T). Parconséquent Yu € C, N(uI-T) C R(AI-T) et
comme R(AI—T) est fermé on en déduit que clm{N(ul-T)},ec € R(AI-T),
d’ou

NI =T)* = R(AI = T)* C [clm{N(uI — T)}uecl*-

Lemma 4.3. H, | fI, .
Démonstration. Les~ Lemmes 4.1 et 4.2 impliquent que VA € reg(T)N(AI-T)* C
H} et donc H, C H}.
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Remarque. H, & 1?1 est fermé car c’est une somme orthogonale de sous-espaces
fermés (Lemme 4.3).

Soit Ho=[H,®H]J*. Alors H=H, & Hyo H, .

H, est invariant par T, on notera T, la restrictionde T a H,. En général
Ho et H, ne sont pas invariants par 7', on définit Tp et 7; comme des com-
pressions c’est a dire T € B(Ho) Si Ug € Ho alors Toug = PyTuy ou Py est
la projection orthogonale sur Ho T; est deﬁm de la méme fagn que Tj.

On  remarque que si uy € Ho et u € H, alors (Tugy, w) = (up, T*u;) =0
(car H, est invariant par 7*), d’ou T(HO) est orthogonal a H,

On peut représenter T par une matrice 3 x 3. Si u = u, + uy + u; alors

Tu=Tu,+ Toug+ (I — P))Tug+ Tju; + (I — P) Ty,
dans cette expression on a: Tu, € H,, Toug € ﬁo, (I—-Py)Tuy € H,, Tiu; € f]l

et (I-P)Tu € H, & H,.
T, A B
T=|0 T, C]|.
0 0 T

Aug = (I — P)Tug donc 4 € B(Hy, H,),

Bu; = P.(I - P)Tu; = P,Ty; donc B € B(H,, Hy),

Cu, = Po(] - P,)Tu, = PyTu; donc Ce B(H[, Ho).
Remarque 4.4. (T,)* =T} ; (T))* =17 ; (To)* =Tg .

Montrons par exemple la derniére égalité. Soit u € Hy, Vv € Hy on a
(Tou,v) = (PT u,v)=(T"u,v) = (u, Tv) = (u, PoTv)+ (u, (I - Po)Tv)
or, (I - Py)Tv € ﬁ, @ I~{, = I~10l donc (u, (I — Py)Tv) =0 et par conséquent
(Tou, v) = (u, PoTw) = (PoT)"u, v) Vv € Hy

dou Tg = (To)*.
Proposition 4.5. Soit T € B(H) alors:

reg(T) = {1t € pgs(T); N(ul = T) C cIm{N(AI - T)}1,}.
Démonstration. Montrons I'inclusion suivante: {u € pgo(T); N(ul - T) C

ou

cIm{N(AI — T)},4,} C reg(T). Remarquons que VA # u ona N(AI -T) C
Co(ul—T), dautre part u € pgg(T) = Co(ul—T) estfermé d’ou N(ul—-T) C
clm{N(AI —T)}, 2, € Co(ul —T) et par conséquent ul —T est quasi-Fredholm
de degré zéro ou encore u € reg(7).

L’inclusion inverse se déduit du Théoréme 1.1(iv).
Corollaire 4.6. T € B(H) alors Pas(T) S 0p(T).

Démonstration. p € p,,(T), par la proposition précédente ona N(ul —T) ¢
clm{N(AI — T)};%, ce qui entraine que N(ul —T) # {0}.

Remarque 4.7. Si p € reg(T) et G est un voisinage de u alors

clm{N(,ll - T)}).EG\# = clm{N(lI - T)}lEG-

Ce résultat est une conséquense directe de la Proposition 4.5.
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Lemme 4.8 (Kato [6, Lemme 3.3.1]). Soit T € B(H) avec R(T) ferméet Y un
sous-espace fermé de H tel que Y + N(T) soit fermé. Alors R(Ty) est fermé.

On notera dans la suite

pr(T) ={2 € C; (Al — T) est surjective},
pi(T) ={A € C; (Al —T) est injective a image fermé}.

Lemme 4.9. Soit p € pgy(T) et G un voisinage de u. Si on pose Y =
cIm{N(AI — T)};ec\u alors p € p(Ty).
Démonstration. Soit p € pgo(T) et (M, N) une décomposition de Kato as-
sociée @ ul — T. On a d’'une part VA # u, NAI -T) C Co(ul -T) C M
par conséquent Y = clm{N((Al — T)p)}icc\n- D'autre part, N(ul - T) =
N((ul — T)y) ® N((uI — T)n) avec u € reg(Ty), d’aprés la Remarque 4.7
ona Y = cm{N((AI — T)m)}iec\u = cIm{N((AI — T)p)}icc- En outre,
u € reg(T) = R((ul — T)py) est fermé et comme N((ul — T)y) C Y en
utilisant le Lemme 4.8, on en déduit que R((ul — T)y) est fermé. Par ailleurs
onaVi#u, NAM -T)C R((ul —T)y),dou Y C R((ul — T)y) ou encore
u € p(Ty).
Théoreme 4.10. Soit T € B(H) alors on a:

(1) pgs(T) C pr(T) N pi(T)),

(i) reg(T) € p(To),

i

i1)
(i) reg(T) = pr(T) N pi(T7) N p(To)
(iv) Pas(T) C ao(To) ={A € C; A est une valeur propre isolée de Ty} .

Démonstration. (i) en utilisant le Lemme 4.9 et la Remarque 4.4, on obtient:

Pao(T) S pr(Tr) 0 (pe(T7))" = pr(T2) 0 pi((T7)") = pr(T3) 0 pu(T)).

(i1) D’apres le Lemme 4.1, Vuereg(T), N(ul -T) C H, et N(ul-T)C
H,. D’autre part Hy = [H, + H,]l H*n HL Donc Vu € reg(T), pul — Ty
est injective a image dense dans Ho. Il reste 2 montrer que R(ul — Tp) est
fermé. Pour cela remarquons que (ul — T)(flo) est fermé; en effet, R(ul — T)
est fermé et Hy® N (uI — T) Test aussi (comme somme orthogonale de deux
fermés). Donc (ul — T)(ro) est fermé (cf. le Lemme 4.8). Par ailleurs,

(ul = T)(Ho) = Po(ul — T)(Ho) & (I — Po)(ul — T)(Ho)

d’ou on déduit que Py(ul — T)(H,) est fermé ou encore que R(ul — Tp) est
fermé. Par conséquent reg(7T) C p(Tp) .

(iii) reg(T) C p,(T,) N p)(T;) N p(Ty) se déduit de (i) et (ii). Pour I'inclusion
inverse, remarquons que VA € p,.(T,) N p)(T;) N p(Ty), NAI —T) = N(Al, - T;)
et comme Al, — T, est surjectif, on en déduit que N(AI —T) C Co(AI - T).
Comme c(Al — T) = min{c(Al,—T,), c(Al; - T;), c(Aly—Tp)} > O on voit que
R(AI - T) est fermé VA € p,(T,) N p)(Ty) ﬂp(To)

(iv) Soit u € pq¢(T). Supposons que p n’est pas une valeur propre de

To. Alors d’apres la décomposition H :j?, @ Hy ® H, et (i) on voit que
N(ul, —T)=Nul -T,) C H, = (ul - T)(H,) dou N(ul —T)C Co(ul - T)
ce qui implique que u € reg(7T) ce qui est contraire a I’hypothése u € Po(T).
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Donc u € g,(Tp) et la Proposition 3.1(i) entraine que x4 est isolé. Alors de (ii)
on déduit que u € a)(Ty).

5. SEPARATION D’ENSEMBLES FINIS DE POINTS SINGULIERS QUASI-FREDHOLM

G. R. Allan [1, 2] a montré I’existence d’un inverse a droite (resp. a gauche)
de AI —T analytique dans p,(T) (resp. p;(T)). Les résultats de G. R. Allan et
le Théoreme 4.10(i) montrent qu’on peut trouver un inverse a droite de Al,—T,,
noté R(A), analytique dans p,4(T), et un inverse a gauche L(4) de Al, - T;,
analytique dans p (7).

On définit la fonction F:reg(T) — B(H), par la représentation matricielle
relativement a la décomposition H = H, & Hy & H;,

(R(A) R(A)AR(A, To) R(A)AR(A, To)C+B]L(A))
FA=(0  R@&,To) R(A, To)CL(A)

0 0 L(A)

ol R(A, Ty) = (Aly—Tp)~ ! . Les résultats de [1, 2] et le Théoreme 4.10 montrent
que la fonction F(4) est analytique dans reg(7T).

Soit ¢ une partie compacte de p; ¢(T) et I' une courbe de Jordan fermée
rectifiable dans reg(7) et entourant ¢. On définit la projection spectrale
généralisée associée a g par:

o) = (2in)"! / F(A)dA
T

dont la représentation matricielle est la suivante:
(0 (2in)~! [ R(A)AR(A, To)dA  (2in)~"' [ R(A)AR(A, TO)CL(A)dA)

0 Py(0) (in)~" [ R(%, To)CL(3) dA
0 0 0

ou Py(o) = (2in)~! [(R(4, Tp)dA.
F(4) et P(o) ont les propriétés suivantes (cf. [4] et le Théoreéme 4.10).
(a) F(A) est un résolvent généralisé de T analytique dans reg(7T") (ne véri-
fiant pas en général I'identité de la résolvante),
(b) P*(g)=P(a).
(c) P(a)T =TP(o).
( ) Son T, la restriction de T au sous-espace invariant P(c)(H); alors
T;) =
)
)

P(o) =

( Soxt P’(a) I—P(0) et T, larestrictionde T au sous-espace invariant
P'(g)(H) alors
reg(T)U o C reg(T,).

(f) Supposons que ¢ = 0y Uo, avec o, No, = 2 alors
P(01)P(02) = P(02)P(a1) =0, P(g) = P(a1) + P(02).

Soit maintenant X I’ensemble des sous-ensembles finis de p;,(7) ordonné
par inclusion. On vient de voir qu’a chaque ¢ € £ on peut associer une pro-
jection spectrale généralisée P(c). D’apres (f) il est clair que I'application
o — P(o) est un homomorphisme de treillis de X dans I'’ensemble des projec-
tions sur H .

Le théoreme suivant se déduit de ce qu’on vient de voir et du Théoréme 4.10
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Théoreme 5.1. Soit T € B(H), (avec les notations précédentes) on a:

(i) L’application o — P(o) est un homomorphisme de treillis de ¥ dans
l’ensemble de projections sur H .

(ii) Si H, = P(0)(H) alors Yo € £, H, est invariant par T .

(iii) Si on note T, la restrictionde T a H, alors o(T,) =0.

(iv) Si T, dénote la restrictionde T a H) = (I-P(a))(H) alors reg(T)Uo C
reg(T}).
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